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Un corrigé

Premiere partie :
1. Pourm >n>2etz € R",ona:
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et en désignant par ny > 2 un entier naturel tel que ng +2 > |z|, ona pourm >n > ng:
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[Um (@) — vn(2)| < en =

avec 1131 (en) = 0, ce qui implique que (v, (x))nen est de Cauchy, donc convergente.

Etudions le développement de Mac-Laurin de f(z) = e®. Puisque f*) () = ¢® pour tout k, f € €(R). Pour
tout n fixé, son développement limité autour de 0 est donné par
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et

ou Rn(fﬂ) = xngn(gj>, avec En(l') = m’

ot u €]0, z[. Ensuite, pour calculer la limite du reste, on a :
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Dans cette derniere inégalité, on a utilisé le fait que v €]0, z[. Maintenant, puisque z est fixé, le critere de
d’Alembert (pour les suites) implique que
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on a donc bien lim R,(z) = 0, pour tout z € R*. Ceci implique que l'exponentielle peut étre écrite a ’aide
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de sa série de Mac-Laurin, pour tout réel z € R™ :
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Puisque lim — =0, onaaussi:
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2. Soitz € R". Pour toutn € N*, ona:
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Comme x > 0, on peut conclure que vy41(x) — v, (z) > 0 puis que la suite (v, (z))nen est croissante.
D’autre part,
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La suite (wy,(x))nen est décroissante si et seulement si on a wy41(z) —wp(z) < 0, c’est-a-dire si 2z — (n+1) <0,
ou encoren > 2z — 1.
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3. (a) D’apres la question précédente Vo > 0, Vn > 2z —1lona e’ < wy(z) = g;' —|— . Maintenant, si
k=0
0<n<2xr—1letx€]0,2[,cest-a-dire0 <n <2,ona:
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pourn =1,¢e" < Z + —5 = 1+ 2z (car la fonction z — 1 + 22 — e est strictement croissante sur
k=0 '
[0,1n2[ et s’annule en 0 )
22
pourn =2, e* <ZE+7 =14+a+20=1+20+ (22% —2) (care® <14 2zet22? —2>0).
Finalement, on a:
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Vn € N,Vz €]0,In2[, €* <27+7
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(b) Soitz € [0, 1]. Pour tout n € N* onan > 2z — 1 et donc, d’apres ce qui précede, ¢ < Z — + 1) et
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k=0
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comme < < .D’ou
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En conclusion, on a :

Deuxieme partie :



a®. Comme

1. La suite (s;?(a))n cy Nest autre que la suite de sommes partielles associée a la série Z ¢A(' )

N
. . kEN
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Vk e N, 0< oA k(' ) < % et la série Z a—! converge, alors par comparaison la série Z @;C(!)ak converge,
keN kEN
c’est-a-dire la suite (s}, (a)) o converge.
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3. (a) Si Aet Bsontdeux parties de N telles que A C B, alors pour toutn € N, 0 < qb"}f(' )ak < ¢]‘z(' )ak,
! = k!
puis par passage a la limite, m(A) < m(B).
(b) Pour toute partie A de Nettoutn € N,ona:
- ¢A(k) k - ak a In2
OSZ I a” < Ege <el =2
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D’oti, par passage a la limite 0 < m(A4) < 2.
(c) Soient A et B deux parties disjointes de N, on a donc ¢ aup = ¢a + ¢p, d’otr:
¢A dak) 1, N~ 28(K) 4
Vn € N, Z Z + Z I
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L'égalité m(AU B) = m(A) + m(B ) s’obtient par passage ala limite
(b (z) k ’
4. (a) Si{p} C A, alors pour toutn € N, — p Z F et donc n_mz m(A). D’autre
part pour n assez grand BCAUBC {p,p + 1,. n} etp ¢ B, donc B C {p + 1,. n} et par consequent
Z ¢Ta < Z o . Mais, d’apres la question 3. de la premiere partie, on a Z Z
k=0 ’ k=p+1 k=p :
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L'inégalité m(B) < a—' < m(A) s’obtient donc par passage a la limite.
(b) Ceci découle de la derniere question 4.(a) de cette partie.
5. Ona A = (AN B) U (ANCE) (réunion disjointe ), donc m(A) = m(A N B) + m(A N CF) et de méme
m(B) = m(AN B) +m(C4 N B) ce qui donne :
m(A) —m(B) = m(ANCE) —m(C{ N B).

6. Sim(A) = m(B), alors m(ANCE) = m(Cq N B),alors ANCE =C4NB =9,donc A Cc Bet BC A4,dou
A = B. Autrement dit, l'application m : A — m(A) de &(N) dans [0, 2[ est injective.

Troisiéme partie :



1. (a

(b)
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2. (a)
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La linéarité de U découle de celle de I'intégrale, de plus l'application = / f(t)dt est continue, puis-

0
qu’elle est dérivable. Donc I’application U définie bien un endomorphisme de €.
Si f est continue sur [0, 1], U(f) est de classe " sur [0, 1]. Supposons maintenant que U™ (f) est de classe

€" sur [0, 1], alors  — U"TL(f)(z) = / U™(f)(t)dt est de classe €™+ sur [0, 1] ( la fonction sous signe

intégral est de classe €™ ). On conclut doonc avec le principe de récurrence que U( f) est de indéfiniment

dérivable sur [0, 1].

On a [U™(f)] = [UWU™Y(f))] = U™ L(f), puis par dérivations successives, on obtient [U"(f)]*) =

U™ "(f) et ceci pour tout entier naturel k € [0,n — 1].

1l est évident que [U"(f)]™ = U™ () = fet [U™()]™ (0) = U"*(£)(0) = 0 pour k € [0,n — 1].

Ona U™ (f) est de classe 4" sur [0, 1] et pour tout k € [1,n—1], (U™(f))*)(0) = 0, donc d’apres la formule

de Taylor avec reste intégral : Vz € [0, 1],
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V,, est un polynéme en U, donc V}, et U commutent, de plus pour tout n € N*, ona:

VaoU=> UroU=) U=V, -U.

||| est une application de ¢ dans R, car pour f continue sup |f(t)| existe.
t€[0,1]
Soit f € €.Si ||f|| = 0 alors | f| est nulle. Par suite, f est nulle sur [0, 1].

VfeC, VAER, [(Af) = o IAf@)] = [A] sup [F(&)] = [ALFIl-

tefo,1 t€[0,1]
Soit (f, g) € €%
vz € [0,1], [(f +g)(@)] = [f(z) +g(@)| < [f(z)] +[g(z)] < [|f]] + [lg]]. Donc

If +gll = il[lp] |(f +g) @) < [IfIl + gl

Donc ||.|| est une norme sur %
Soit f € € etz € [0,1],ona:

\U(f)(z)] = ‘/O f(t)dt‘ < ||f||oo/0 dt = z[| f|| < [|If]-
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3. Soit fe € etxe0,1],0ona:
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k=0

~ [ Sisenae< S



D’ou
V() = Va(H)ll = s V() (@) = Va(f)(@)| < %HfH‘

4. (a) L'égalite VoU =UoV =V —Uentraine { —U)[+V)=14+V -U-UV=I14+V-U+V-U=1I
et({+V)I-U)=1-U+V -VU=1I-U+V —VU = 1.Donc I — U est inversible et son inverse
I-U)'=1+V.

(b) L'équation intégrale s’écrit (I — U)(f) = gou g : x — e *. Comme I — U est inversible, f est I'unique
antécédent de g par I'isomorphisme I — U. D’apres la question précédente f = (I + V')(g) ou encore

Ve e [0,1], f(z)=e"+ /r e®“te~tdt = ch(z).
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